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Introduccio´
Aquest treball tracta de ser una petita introduccio´ al mo´n de les geometries no euclidianes
sorgides a partir de la negacio´ del cinque´ postulat d’Euclides, que actualment e´s conegut
com: “Per un punt exterior a una recta es pot dibuixar una i nome´s una paral·lela a la recta
donada.”
Algunes descripcions no euclidianes del mo´n f´ısic es fan servir, per exemple, a la teoria de
la relativitat i a les investigacions sobre feno`mens o`ptics i sobre la propagacio´ d’ones. De la
mateixa manera, aquestes geometries van permetre la interpretacio´ de models representan-
tius de conceptes abstractes dins les matema`tiques, com ara a la branca de la estad´ıstica.
Dos dels cient´ıfics me´s coneguts van poder desenvolupar les seves investigacions gra`cies al
descobriment de les geometries no euclidianes. D’una banda Newton entenia la gravitacio´
com una accio´ de forces: dues mases (pensem en esferes) exerceixen entre elles una froc¸a
que “es mou” al llarg de la recta que passa pels seus centres.
El que diu la llei de la gravitacio´ universal e´s que la forc¸a que atrau aquests cossos e´s
proporcional al producte de les seves mases i inversament proporcional al quadrat de la
dista`ncia que els separa, i ve donada per f1 = f2 = G
m1m2
d2
Figura 1: Llei de la gravitacio´ universal de Newton.
D’altra banda Einstein enten la gravetat com la consequ¨e`ncia d’una “curvatura” de l’espai-
temps i afirma que tota massa produeix una distorsio´, una curvatura a l’espai on ens
“llisquem”.
Figura 2: Deformacio´ de l’espai-temps d’Einstein.
Centrats al camp de les matema`tiques, les geometries no euclidianes es fan servir a la teoria
de sistemes dina`mics, de funcions automo`rfiques, a la teoria de nombres i a l’estudi de
varietats tridimensionals, entre altres.
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Contingut
El treball esta` estructurat de manera que cada cap´ıtol correspon a un autor diferent, els
resumim breument:
Comenc¸em parlant de la primera publicacio´ que va revolucionar les matema`tiques, Els
Elements d’ Euclides, un tractat que introdueix per primer cop el me`tode axioma`tic com
la base de les investigacions.
El sego´n autor que apareix e´s Descartes, el pare de la geometria anal´ıtica i el matema`tic
que va relacionar per primer cop l’a`lgebra i la geometria.
A continuacio´ parlem de Gauss, comenc¸ant per les Equacions de Frenet per arribar a la
definicio´ de Curvatura de Gauss i de la prova del Teorema Egregium.
El segu¨ent cap´ıtol tracta sobre Riemann i la reformulacio´ del concepte de geometria que
va presentar, dscrivint-la com un espai amb suficient estructura adicional com per poder
“mesurar” en ell.
Klein va anar me´s enlla` i va donar tres models de geometries no euclidianes: ...
El treball acaba parlant de Poincare´, una figura intelectual destacada pel seu domini de
les diverses branques de la cie`ncia, destacant com a matema`tic per ser el creador de les
funcions automo`rfiques d’una variable complexa i de la topologia algebra`ica.
Resum
Aquest treball tracta de fer una introduccio´ a les geometries no euclidanes, partint
de la definicio´ d’espai euclidia`, per intentar entendre les matema`tiques que hi ha dar-
rere de certs feno`mens f´ısics. Al llarg dels anys els matema`tics van anar descobrint
els llenguatges algebra`ics, geometries com la anal´ıtica i conceptes com els tensors, les
connexions, o els grups que han perme´s arribar a desenvolupar teories complexes com
so´n les geometries el·l´ıptica i hiperbo`lica i, amb elles, les definicions de curvatura d’un
espai, permetent crear, per exemple, la Teoria de la Relativitat.
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Breu situacio´ temporal
Se situa l’origen de la geometria a Mesopota`mia al voltant del 3000 a.C., derivada, juntament
amb l’aritme`tica i l’a`lgebra, del primer sistema meteorolo`gic creat pels sumeris cap al 4000
a.C..
Sobre el 2900 a.C. els egipcis van comenc¸ar a construir pira`mides de base quadrada amb
quatre cares triangulars i, despre´s de l’aparicio´ de l’a`bac, van desenvolupar el seu sistema
de numeracio´ sexagesimal, del qual van sorgir el rellotge i el calendari de 12 mesos.
Euclies va ser capac¸ d’obtenir una gran part de la geometria plana a partir dels cinc postulats
que apareixen a Els Elements, on tambe´ recopila els teoremes de Pita`gores, Hipo`crates i
altres. A part d’Euclides hi ha tres geo`metres grecs importants de l’e`opoca: Arqu´ımedes,
descobridor de moltes a`rees i volums, arribant a provar que l’a`rea de l’esfera e´s dos terc¸os
de la del cilindre que la inscriu, inlcloent les bases; Apoloni, asto`nom que va publicar
Les Co`niques, treball on recopila i organitza els coneixements existents de co`niques fins el
moment i exposa els seus descobriments; i Tales, pioner en la deduccio´ matema`tica.
A finals del segle XVI F. Vie`te va introduir la primera notacio´ algebra`ica sistema`tica i va
desenvolupar me`todes generals per treballar amb expressions algebra`iques i resoldre equa-
cions algebra`iques. Descartes i Fermat funden, independentment, la geometria anal´ıtica al
1630, adaptant l’a`lgebra de Vie`te. Descartes utilitza equacions per estudiar corbes definides
geome`tricament i Fermat relaciona qualsevol parell de coordenades amb una corba.
Al 1609 Kepler formula la hipotesi que els planetes giren al voltant del Sol en o`rbites
el·l´ıptiques. Alhora, Galileu construeix a Pa`dua el primer telescopi astrono`mic que permet
estudiar els moviments dels planetes.
Newton i Leibniz van revolucionar a finals del segle XVII les matema`tiques creant la branca
de l’ana`lisi. Van descobrir la relacio´ entre els problemes de ca`lcul diferencial, els de ca`lcul
integral i els algoritmes infinits (que fins llavors es resolien amb me`todes particulars).
Descartes i Fermat suggerien usar tres coordenades per estudiar corbes i superf´ıcies a l’espai,
pero` al 1730 Euler, Hermann i Clairaut van produir equacions generals per cilindres, cons i
superf´ıcies de revolucio´. Euler fa servir equacions per definir rotacions i traslacions a l’espai i
transformar la superf´ıcie d’una cua`drica de manera que els seus eixos principals coincideixin
amb els coordenats. Lagrange i Monge, juntament amb Euler, van fer geometria anal´ıtica
independent de la no anal´ıtica.
Al 1843 Hamilton va representar algebra`icament vectors de quatre dimensions i va inventar
els quaternions, la primera a`lgebra no commutativa. Els f´ısics matema`tics van trobar fa`cil
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l’extensio´ als espais de dimensio´ infinita i, al 1960, els quaternions es van fer servir per
modelitzar noves part´ıcules. Plu¨ker va unir al 1850 ana`lisi i geometria projectiva intro-
duint coordenades homoge`nies que representen punts al pla euclidia` i a l’infinit de manera
uniforme com a ternes.
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1 Euclides
Euclides va viure sobre el 300 a.C. i se li atribueixen les obres (molts investigadors pensen
que de manera erro`nia) titulades Ca`lculs, Feno`mens, O`ptica, Divisio´ del Ca`non i, la me´s
destacada de totes, Els Elements. A part d’aquests llibres tambe´ es relacionen amb Euclides
diversos tractats sobre meca`nica, on parla del moviment de cossos i de l’equilibri.
1.1 Els Elements
Els Elements so´n importants per ser la primera presentacio´ axioma`tica entre geometria
euclidiana i teoria de nombres permetent que matema`tics posteriors, al segle XIX, desen-
volupessin me`todes axioma`tics com una eina d’investigacio´ per formular les seves geometries
no euclidanes.
La intencio´ de l’autor e´s estructurar i donar cohere`ncia a me´s de tres segles d’investigacions
i ho va aconseguir fent sorgir la geometria euclidiana, que estudia els objectes i proporcions
a espais on es compleixen els cinc postulats i axiomes d’Euclides.
La obra es centra en l’estudi dels objectes geome`trics -posicio´, forma, granda`ria-, la di-
visio´ de figures geome`triques en parts de proporcions donades, les seccions co`niques, els
llocs geome`trics, l’aplicacio´ de la geometria de l’esfera a l’astronomia i les mides aparents
d’objectes en relacio´ a la seva dista`ncia a l’ull.
L’escrit esta` organitzat en dotze llibres on l’autor fa servir el me`tode axiomatic-deductiu
i escriu amb un llenguatge sinte`tic enllac¸ant cada resultat amb els anteriors de manera
lo`gica sense introduir cap element si abans no ha provat que existeix mitjanc¸ant la seva
construccio´.
L’estructura de cadascun dels llibres de Els Elements e´s similar, primer s’introdueixen les
definicions i despre´s apareixen les proposicions, exceptuant el Llibre I on, despre´s de les
definicions, es presenten els 5 postulats i 5 axiomes que fonamenten la seva geometria.
1.1.1 Llibres de Els Elements
LLIBRE I
Les proposicions d’aquest primer llibre tracten propietats de triangles, estableixen la
teoria de les pararl·leles i estudien els paral·lelograms i el Teorema de Pita`gores, entre
altres qu¨estions.
Algunes de les defincions que destaquem so´n:
I. Un punt e´s el que no te´ parts, o no te´ magnitud.
II. Una l´ınia e´s una longitut sense amplada.
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V. Una superf´ıcie e´s el que te´ nome´s longitud i amplada.
X. Quan una l´ınia recta que es troba sobre una altra l´ınia recta fa que els angles
adjacents siguin iguals entre ells, cadascun dels angles s’anomena angle recte i la
l´ınia recta que es troba sobre l’altra s’anomena perpendicular a aquesta.
XV. Un cercle e´s una figura plana continguda per una l´ınia, que s’anomena la circum-
fere`ncia, i e´s tal que totes les l´ınies rectes dibuixades desde un punt fixat dins la
figura fins la circumfere`ncia so´n iguals entre elles.
XVI. Aquest punt s’anomena centre del cercle.
XXIII. L´ınies rectes paral·leles so´n aquelles que es troben al mateix pla, i que si es
perllonguen pels dos costats no es troben.
Despre´s de les definicions l’autor presenta les condicions a satisfer per poder considerar
un espai euclidia`, els Postulats i els Axiomes.
POSTULATS
I. Una l´ınia recta es pot dibuixar des de qualsevol punt a qualsevol altre punt.
II. Un segment de l´ınia recta es pot perllongar a qualsevol llargada en l´ınia recta.
III. I que un cercle es pot descriure a partir de qualsevol centre, a qualsevol dista`ncia
d’aquest centre.
IV. Tots els angles rectes so´n iguals entre ells.
V. Si una l´ınia recta es troba amb dues l´ınies rectes, de manera que fa que la suma
dels dos angles interiors del mateix costat sigui menor que dos rectes, les altres
dues rectes es tallen, al perllongar-les, pel costat en que es troben els angles
menors que dos rectes.
AXIOMES
I. Coses que so´n iguals al mateix so´n iguals entre elles.
II. I si iguals s’afegeixen a iguals, els totals so´n iguals.
III. I si iguals s’extreuen d’iguals, els que queden so´n iguals.
IV. I les coses que coincideixen entre elles so´n iguals entre elles.
V. I el tot e´s major que la part.
De les proposicions que conte´ aquest llibre destaquem la que fa refere`ncia al Teorema
de Pita`gores:
Prop. I.XLVII.
Als triangles rectanges, l’a`rea del quadrat sobre el costat oposat a l’angle recte
e´s igual a la suma de les a`rees dels quadrats sobre els costats que comprenen
l’angle recte.
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Prova.
Sigui ABC un triangle rectangle d’angle recte BAC.
Per la Prop.I.XLV es pot construir el quadrat BDEC
sobre BC i els quadrats GB i HC, respectivament.
Per la Prop.I.XXXI es dibuixa AL paral·lela a BD o
CD pel punt A.
Pel Postulat I es dibuixen AD i FC.
Per la Def.I.XXII i el Postulat IV els angles DBC i
FBA so´n iguals.
Per l’Axioma II l’angle DBA e´s igual a FBC, e´s a dir
DBA = FBC. Figura 3: Prop. I.XLVII.
Per la Def. I.XXII novament, DB = BC i FB = BA i, per tant, AB, BD so´n
iguals a FB, BC, respectivament. Aix´ı els angles DBA i FBC so´n iguals.
Per la Prop.I.IV AD = FC i els triangles ABD, FBC so´n iguals.
La Prop.I.XLI implica que l’a`rea del paral·lelogram BL e´s doble que l’a`rea del
triangle ABD i, de la mateixa manera, que l’a`rea del quadrat GB e´s doble que
l’a`rea del triangle FBC. Aix´ı, l’area del paral·lelogram BL e´s igual a la del quadrat
GB i, de la mateixa manera, si es dibuixen AE i BK, les a`rees de CL i HC so´n
iguals.
Finalment, l’Axioma II diu que l’a`rea de BDEC e´s igual a la suma de les a`rees de
GB i HC i el quadrat BDEC esta` construit sobre BC i els quadrats GB i HC
sobre BA i AC, e´s a dir, l’a`rea del quadrat sobre BC e´s igual a la suma de les
a`rees dels quadrats sobre BA i AC.
LLIBRE II
Al Llibre II l’autor introdueix dues definicions, la de paral·lelogram rectangular,
paral·lelogram compre`s per les dues l´ınies que inclouenrgo l’angle recte, i la de gno`mon,
l’a`rea de qualsevol dels paral·lelograms situats entorn a la diagonal del paral·lelogram
juntament amb els dos complementaris. Les 14 proposicions que apareixen estableixen
les equivalencies geome`triques de diferents identitats algebra`iques i es dona una gen-
eralitzacio´ del Teorema de Pita`gores coneguda com la Llei del Cosinus, que, amb
notacio´ moderna, es coneix com:
Si ABC e´s un triangle donat amb α, β, γ els seus angles i a, b, c els costats
respectivament oposats als angles, es te´:
a2 = b2 + c2 − 2bcosα (1)
De les proposicions que apareixen en aquest llibre es pot destacar la XI, on Euclides
obte´ la construccio´ d’un rectangle auri.
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Proposicio´ XI.
Dividir una recta de manera que el rectangle compre`s per la recta entera i un dels
segments sigui igual al quadrat del segment que queda.
Figura 4: Prop.II.XI.
Prova.
El rectangle AEFD e´s auri perque` els seus costats AE, AD estan en proporcio´ del
numero auri i Euclides l’obte´ com segueix:
GC =
√
5 i amb centre a G es troba E, aix´ı GE = GC i resultantque AE=AG+GE =
1 +
√
5 d’on AE
AD
= 1+
√
5
2 . Els rectangles AEFD, BEFC so´n semblants, aix´ı que el
segon es alhora un rectangle auri.
LLIBRES III i IV
Aquests dos llibres s’ocupen de temes relatius a la circumfere`ncia, les cordes, les
tangents i la mesura d’angles. Tambe´ estudien construccions pitago`riques amb regla
i compa`s de certs pol´ıgons regulars, i, al Llibre IV, Euclides fa la construccio´ d’algun
d’ells pel me`tode de la duplicacio´ de costats.
LLIBRE V
Al Llibre V l’autor resol el problema que es va plantejar quan Pita`gores va descobrir
els nombres irracionals i, per fer-ho, introdueix 18 definicions de les que destaquem
les dues on es donen les condicions a satisfer per poder definir una rao´ entre dues
magnituds i s’explica la igualtat entre raons.
Definicio´ IV. Es diu que dues magnituds guarden rao´ entre elles quan, al multiplicar-
se, poden exedir la una a l’altra.
Definicio´ V. Es diu que una primera magnitud guarda la mateixa rao´ amb una
segona que una tercera amb una quarta quan qualsevols equimu´ltiples de la
primera i la tercera exedeixen de manera igual, siguin iguals de la mateixa manera
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o resultin inferiors de manera igual, que qualsevols equimu´ltiples de la segona i
la quarta respectivament i considerats en ordre corresponent.
LLIBRE VI
En aquest libre s’estableix una solucio´ geome`trica a les equacions qua`driques i destaca
la proposicio´ que diu que la bisectriu interna de l’angle d’un triangle divideix el costat
oposat en dos segments proporcionals al altres dos costats.
LLIBRES VII, VIII i IX
L’autor fa servir aquests tres llibres per donar 102 proposicions d’investigacio´ teo`rica i
tractar aix´ı de determinar la mesura comu´ ma`xima de dos nombres no primers entre si.
Cal destacar una prposicio´ del llibre IX, que provem amb notacio´ moderna mitjanc¸ant
la reduccio´ a l’absurd:
Proposicio´ XX.
El conjunt format pels nombres primers e´s infinit.
Prova:
Suposem que existeix un nombre finit de primers, P = {p1, . . . , pn} i prenem
m = p1xp2x · · · pn+1. Com cada pi e´s me´s gran que 1, m e´s un nombre me´s gran que
tots els pi, e´s a dir m no esta` a P i, per tant, e´s compost i admet una descomposicio´
com producte de factors primers, pel teorema fonamental de l’aritme`tica.
Per hipo`tesi aquests factors nome´s poden estar entre els primers de P , per tant existeix
un primer q de P tal que q | m i, per tant, q | p1xp2x · · · pn. D’aquesta manera q
divideix a m− p1xp2x · · · pn, que e´s 1. Pero` cap primer divideix a 1.
Contradiccio´.
✷
LLIBRE X
El Llibre X de Els Elements es considera complex degut als problemes d’interpretacio´
i Euclides el dedica a estudiar els nombres irracionals.
LLIBRES XI, XII i XIII
Aquests u´ltims tres llibres parlen de geometria a l’espai i cal destacar les proposicions
del Llibre XIII on s’inclou la construccio´ dels cinc so`lids regulars, que so´n tetra`edre,
cub, octa`edre, icosaedre i dodecaedre, ja que va ser el primer exemple de teorema
fonalmental de classificacio´.
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1.1.2 La problema`tica del cinque´ postulat
A principis del segle XIX Bolyai i Lobachevsky publiquen, de manera independent, els
primers descobriments de la primera geometria no euclidiana, obtinguda a partir de la
euclidiana assumint la negacio´ del cinque´ postulat, que actualment e´s conegut com:
Per un punt exterior a una recta es pot dibuixar una i nome´s una paral·lela a la
recta donada.
Va ser Beltrami, a mitjans de segle XIX, qui va trobar aplicacio´ f´ısica als estudis de
Lobachevsky, modelitzant la seva geometria dins la geometria tridimensional i ho va acon-
seguir prenent una corba tractriu i fent-la girar respecte l’eix Y obtenint una pseudoesfera
i provant que la geometria hiperbo`lica de Lobachevsky era la geometria intr´ınseca de la
pseudoesfera i, per tant, tenia significat f´ısic.
Figura 5: Pseudoesfera.
La geometria el·l´ıptica va trobar la seva principal aplicacio´ a la teoria de la Relativitat
Espacial d’Einstein, observant, per exemple, que els raigs de llum segueixen trajecto`ries en
funcio´ de la curvatura de l’espai, i la curvatura depe´n de la massa i la energia.
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2 Descartes
R. Descartes (1596-1650) va ser un important cient´ıfic france´s considerat el pare de la
filosofia moderna i un perso´natge clau de la revolucio´ cient´ıfica. E´s conegut, entre moltes
altres coses, per la seva sente`ncia cogito ergo sum i pel desenvolupament de la geoemtria
anal´ıtica, una de les aportacions me´s importants a les matema`tiques que va permetre aplicar
l’a`lgebra a la geometria.
Descartes publica Geometria al 1637, inclosa al Discurs del Me`tode, on presenta les coorde-
nades cartesianes i estudia les corbes f(x, y) = 0 i la trajecto`ria que els punts que satisfan
l’equacio´ descriuen al pla X,Y . L’autor es dedica de manera especial les corbes descrites
per equacions de segon grau, les co`niques, i tambe´ presenta una teoria de tangents a cobres
introduint, per primer cop, el concepte de l´ımit.
En primer lloc exposem les normes del me`tode de Descartes, incloses al Discurs del Me`tode,
a les que l’autor es referia pre`viament a la obra Regles per a la direccio´ de l’esperit amb el
comentari1:
“Aix´ı doncs, entenc per me`tode regles certes i fa`cils, mitjanc¸ant les quals qui les
observi exactament no prendra` mai res fals per cert i, [...], arribara` al coneixe-
ment verdader a tot allo` del que estigui capacitat.
Les normes de Descartes
Les regles del me`tode de les Descartes parla al para`graf anterior es poden resumir en les
quatre segu¨ents:
1a Regla: Evide`ncia. No admetre mai com certa alguna cosa sense cone`ixer amb
evide`ncia que ho e´s.
2a Regla: Ana`lisis. Dividir cadascuna de les dificultats que s’examini en tantes parts
com sigui possible i com requereixi per resoldre-les millor.
3a Regla: S´ıntesis. Cone´ixer els objectes me´s simples i fa`cils de cone`ixer per ascendir
fins el coneixement dels me´s complexes, suposant fins i tot un ordre entre els que es
precedeixen naturalment uns a altres.
4a Regla: Comprovacio´. Realitzar a tots els passos uns recomptes tan complets i
unes revisions tan generals que es pugui estar segur de no ometre res.
1Alianza editorial, Madrid 1989, pa`g.79.
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2.1 Geometria anal´ıtica
La idea central de la geometria anal´ıtica, sorgida al prendre Descartes eixos i coordenades
a un pla, e´s la correspondencia existent entre una equacio´ f(x, y) = 0 i el lloc consistent
en tots els punts de coordenades (x, y), relatives als dos eixos2 fixos perpendiculars, que
satisfan la equacio´.
Descartes comenc¸ava prenent una corba i trobava la seva equacio´ algebra`ica mentre que
Fermat, matema`tic contemporani a Descartes, estudiava el proce´s invers, prenia una equacio´
algebra`ica i trobava les propietats geome`triques de la corresponent corba, com va fer amb
la equacio´
ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0,
provant, mitjanc¸ant traslacions i rotacions, que el seu lloc geome`tric e´s una seccio´ co`nica i
classificant la varietat de casos.
2.1.1 Co`niques
Donem primer la definicio´ de co`nica a un pla af´ı real i despre´s provem la afirmacio´ anterior.
Definicio´. Al pla af´ı real E2, prenent A ∈ Mn×n(R) tal que A = At, una co`nica ve donada
per
C = {(x, y) ∈ R2 | (1, x, y) ·A ·


1
x
y

 = 0}.
Proposicio´.
Tota equacio´ general de segon grau representa una seccio´ co`nica en general.
Prova:
Una equacio´ general de segon grau ve donada per
ax2 + 2hxy + by2 + 2gx + 2fy + c = 0. (2)
Fent el canvi d’eixos xy per l’angle θ , (C1)
{
x = xcosθ − ysinθ
y = xsinθ + ycosθ
, s’arriba a
tg2θ = 2h
a−b (C2), on, ∀a, b, c s’obte´ un valor real de θ. Prenent els valors de cosθ, sinθ de
(C2) a la equacio´ resultant de (C1), la equacio´ queda com
Ax2 +By2 + 2Gx+ 2Fy + C = 0 (3)
2Ni Descartes ni Fermat utilitzaven els eixos esta`ndard actuals
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Es distingeixen ara casos en funcio´ dels valors de les constants:
Cas 1. A,B 6= 0. L’equacio´ (3) es pot reescriure com
(
x+
G
A
)2
+B
(
y
F
B
)2
=
G2
A
− F
2
B
− C = K, (4)
ambK una constant. Traslladant llavors l’origen a (−G/A,−F/B) s’obte´Ax2 + y2 = K.
Cas 2. A = 0, B 6= 0 (el cas A 6= 0, B = 0 es prova ana`logament). L’equacio´ (3) es
reescriu ara com
(
y +
F
B
)2
= −2G
B
x− C
B
+
F 2
B2
(5)
i es distingeixen dues situacions me´s:
– Cas 2.1. G = 0. La equacio´ (5) representa dues linies paraleles, coincidents si
F 2 = BC.
– Cas 2.2. G 6= 0 La equacio´ (5) es reescriu com
(
y +
F
B
)2
= −2G
B
(
x− F
2
2BG
+
C
2G
)
(6)
i, canviant el centre a (F 2/2BG− C/2G,−F/B), la equacio´ anterior queda com
y2 = −2G
B
x, una para`bola.
✷
D’aquesta manera, la equacio´ (2) s’identifica, en funcio´ del seu discriminant
∆ = abc+ 2fgh− af2 − bg2 − ch2, amb algun dels segu¨ents casos:
∆ = 0 ∆ = 0 a = b ∆ 6= 0 ∆ 6= 0 ∆ 6= 0 ∆ 6= 0
h2 = ab h = 0 h2 − ab 6= 0 h2 < ab h2 > ab h2 > ab
a+ b = 0
Parell de Parell de Cercle Para`bola Elipse Hipe`rbola Hipe`rbola
l´ınies rectes l´ınies rectes rectangular
paraleles
2.2 El Me`tode de Descartes en llenguatge algebra`ic
Anem a donar ara la descripcio´ de l’aplicacio´ del Me`tode de Descartes, en llenguatge al-
gebra`ic, al ca`lcul de tangents a corbes.
Sigui y = f(x) una corba i p = (a, f(a)) ∈ f(x). Per calcular la pendent n de la recta
normal a f(x) en p, rn: y − f(a) = n(x − a), es considera la circumfere`ncia Γ de centre
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C(c, 0) i radi r = Cp, Γ: (x− c)2 + y2 = (a− c)2 + f2(a), i s’exigeix que Γ i f(x) es tallin
en un u´nic punt, p. Aix´ı, cal que el sistema
(x− c)2 + y2 = (a− c)2 + f2(a), y = f(x) (7)
tingui una u´nica solucio´ real x = a (sense multiplicitats algebra`iques).
Figura 6: El Me`tode de Descartes.
D’aquesta manera, es poden calcular c i k = f(a)
a−c i, fent servir la relacio´ entre les pendents
de dues rectes perpendiculars, la pendent de la reta tangent rt: y − f(a) = t(x− a) e´s
t =
c− a
f(a)
= f ′(a).
Un dels inconvenients d’aquest me`tode e´s la dificultat per trobar condicions que garanteixin
una solucio´ u´nica real (tret multiplicitats algebra`iques ) del sistema (7) ja que la equacio´
que es deriva pot ser un polinomi de grau dos o una funcio´ trascendent, e´s a dir, una equacio´
que no satisfa` cap equacio´ polino`mica amb coeficients polino`mics.
Qua`driques
Una qua`drica e´s el lloc geome`tric dels punts de l’espai (x, y, z) que verifiquen una equacio´
de segon grau del tipus:
Bx2 + Cy2 +Dz2 + Exy + Fxz +Gyz +Hx+ Ly +Mz +N = 0,
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que, matricialment, s’expressa com
(
1 x y z
)


a00 a01 a02 a03
a01 a11 a12 a13
a02 a12 a22 a23
a03 a13 a23 a33




1
x
y
z

 = 0 (8)
amb
a00 = N , a11 = B, a22 = C, a33 = D
a01 =
H
2 , a02 =
L
2 , a03 =
M
2
a12 =
E
2 , a13 =
F
2 , a23 =
G
2
La classificacio´ de qua`driques es fa de manera similar a la de les co`niques, en aquest cas en
funcio´ del determinant d’A = (aij) i d’A00, que e´s la matriu adjunta de l’element a00 a A.
Mostrem ara la generacio´ d’algunes qua`driques amb Mathematica.
Figura 7: Esferoide, Paraboloide, Hiperboloide, Cilindre el·l´ıptic i Con
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J.C.F. Gauss (1777-1855) va ser un cient´ıfic alemany considerat un dels matema`tics me´s
influents de la histo`ria. Va presentar la seva tesi doctoral sobre el Teorema fonalmental de
l’a`lgebra i va publicar obres tals com Investigacions aritme`tiques, Investigacions generals de
superf´ıcies cruves, Investigacions sobre aritme`tica superior, on introdueix l’Enter de Gauss,
i Investigacions generals sobre superf´ıcies corbes, tractat sobre geometria diferencial on va
introduir el concepte de curvatura de Gauss.
3.1 Equacions de Frenet
J.F. Frenet va descobrir aquestes equacions de les que ara es parlen l’any 1847 (posteri-
orment, al 51, les va descobrir tambe´ J.A.Serret). Les fo`rmules descriuen les propietats
cinema`tiques d’una part´ıcula que es mou seguint una corba cont´ınua i diferenciable a un
espai euclidia` de tres dimensions, que tradu¨ıt a llenguatge algebra`ic el que descriuren so´n
les derivades dels vectors unitaris tangent, normal i binormal en funcio´ uns del altres.
Anem a explicitar3 a continuacio´ aquestes equacions de manera formal a partir de les defin-
cions dels vectors que les descriuen per poder utilitzar-les despre´s a la definicio´ de la cur-
vatura de Gauss.
3.1.1 Vectors tangent, normal i binormal. Curvatura i torsio´.
Definicions. Un vector tangent unitari a un punt de la corba parametritzada C1 α(s), amb
s el para`metre longitud d’arc, e´s
T (s) = α˙(s)
i, si la corba e´s C2, el vector normal unitari i el vector binormal unitari venen donats,
respectivament, per
n(s) =
α¨(s)
| α¨(s) | i B(s) = T (s)× n(s).
Definicions. Es defineixen la curvatura i la torsio´ de X(s) com els nombres reals que
satisfan, respectivament,
k(s) =‖ T˙ (s) ‖ i τ(s) = −B˙(s) · n.
3La notacio´ que fem servir no e´s la que Frenet (o Serret) van utilitzar quan van fer el descobriment.
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Equacions de Frenet
Definicio´. S’anomena Triedre de Frenet en el punt α(s), amb α corba regular C2, a la
terna {T (s), n(s), B(s)}, que verifica:
T × n = B n× T = −B B × T = n
T ×B = −n n×B = T B × n = −T
Figura 8: Triedre de Frenet i pla osculador.
D’aquesta manera, a qualsevol punt de la corba α(s) se satisfan les anomenades Equacions
de Frenet :
T˙ = kn
n˙ = −kT + τB
B˙ = −τn.
3.2 Curvatura de Gauss
Definim ara la Primera forma fonamental i la Segona forma fonamental, que porten a la
expressio´ de la Curvatura gaussiana.
3.2.1 Primera i Segona formes fonamentals
Definicio´. SiM e´s una superf´ıcie regular, per cada p ∈M s’indueix un producte interior al
pla tangent TpM , que notem per < ·, · >p (s’observa que si ω1, ω2 ∈ TpM llavors < ω1, ω2 >
e´s el producte interior usual de vectors a R3).
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Com el producte interior a R3 e´s bilinial, es defineix la forma quadra`tica Ip : TpM −→ R
anomenada primera forma fonamental (IFF) de M a p i ve donada per:
Ip(ω) =< ω,ω >=‖ ω ‖2≥ 0 (9)
Si {xu, xv} e´s una base associada a la parametritzacio´ x : U ⊂ R2 −→M , I s’expressa com
I = E du2 + 2F dudv +G dv2, (10)
on els coeficients de la IFF a la base {xu, xv} venen donats per
E =< xu, xu >
F =< xu, xv >
G =< xv, xv > .
Definicio´. Sigui M una superf´ıcie regular orientada i x : U −→M una parametritzacio´ de
M . S’anomena mapeig de Gauss de M a N : x(U) ⊂M −→ S2 definida per
N(p) =
xu × xv
‖ xu × xv ‖(p). (11)
Calculant ara la seva diferencial a p, dNp : TpM −→ TN(p)S2 s’obte´ la transformacio´ linial
dNp(α
′(0)) = (N ◦ α)′(0), (12)
on α : (−ǫ, ǫ) −→M e´s una corba tal que α(0) = p.
Com TM i TN(p)S
2 so´n plans paral·lels (per ser N(p) ortogonal a TpM i TN(p)S2), identificant
p amb N(p) es pot considerar dNp com un operador linial de TpM en ell mateix (de fet e´s
autoadjunt).
D’aquesta manera, es pot definir la segona forma fonamental (IIFF) de M en p com la
funcio´ IIp : TpM −→ R expressada per
IIp(ω = − < dNp(ω), ω >, ω ∈ Tp (13)
Sigui ara novament {xu, xv} una base associada a la parametritzacio´ x : U ⊂ R2 −→ M .
Llavors II es pot donar com
IIp(α
′) = e(u′)2 + 2fu′v′ + g(v′)2, (14)
on
e = − < Nu, xu >=< N,xuu >
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f = − < Nv, xu >=< N,xuv >=< N,xvu >= − < Nu, xv >
g = − < Nv, xv >=< N,xvv >
so´n els coeficients de la IFF a la base {xu, xv}.
3.2.2 Curvatures normal, gaussiana i mitjana
Definicio´. Siguin M una superf´ıcie regular, p ∈ M , C ⊂ M una corba regular per p
parametritzada per α(s), amb s el para`metre longitud d’arc, k la curvatura de C a p, n el
vector normal unitari a C i N el vector normal a M en p. Es defineix la curvatura normal
de C a p com
kn = kcosθ. (15)
Definicions. Si p ∈ M , la curvatura gaussiana i la curvatura mitjana de M en p venen
donades, respectivament, per
K(p) = det(−dNp) i H(p) = 1
2
tr(−dNp). (16)
Proposicio´. Si x : U −→M e´s una parametritzacio´ de la superf´ıcie regularM i E,F,G, e, f, g
so´n els coeficients de les formes fonamentals I i II associats a la parametritzacio´ x(u, v), les
curvatures poden escriure’s com
K =
eg − f2
EG− F 2 i H =
eE − 2fF + gG
EG− F 2 . (17)
3.3 Teorema Egregium
Per poder provar aquest teorema cal definir els s´ımbols de Christoffel, que encara
que els introdu¨ım a 4.2. constru¨ıts a partir d’una connexio´, anem ara a donar
ara la seva expressio´, sense justificar-la, en funcio´ dels coeficients de la IFF, i
dos lemes.
S´ımbols de Christoffel. Si x : U −→ S e´s una carta tal que x(q) = p amb q ∈ U ,
com {xu(q), xv(q)} e´s base de TpS, afegint el vector normal N de U , es te´ que
{xu(q), xv(q), N(q)} e´s base de R3 i es poden expressar les seves derivades en la
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mateixa base obtenint:

xuu(q) = Γ
u
uuxuq + Γ
v
uuxv(q) + aN(q)
xuv(q) = Γ
u
uvxuq + Γ
v
uvxv(q) + bN(q)
xvu(q) = Γ
u
vuxuq + Γ
v
vuxv(q) + cN(q)
xvv(q) = Γ
u
vvxuq + Γ
v
vvxv(q) + dN(q)
I, despre´s d’algunes operacions, aquests coeficients Γlij s’expressen en funcio´ de
la IFF com:

ΓuuuE(q) + Γ
v
uuF (q) =
1
2Eu(q), Γ
u
uuF (q) + Γ
v
uuG(q) = Fu(q)− 12Ev(q)
ΓuuvE(q) + Γ
v
uvF (q) =
1
2Ev(q), Γ
u
uvF (q) + Γ
v
uvG(q) =
1
2Gu(q)
ΓuvvE(q) + Γ
v
vvF (q) = Fv(q)− 12Gu(q), ΓuvvF (q) + ΓvvvG(q) = 12Gv(q)
Lema 1. Tota isometria local e´s un difeomorfisme local, e´s a dir, ∀p ∈ S ∃U ⊂ S
entorn de p tal que φ|U : U −→ φ(U) e´s un difeomorfisme.
Lema 2. Si φ : S1 −→ S2 e´s diferenciable, φ e´s isometria local si i nome´s si per
cada carta x de S1, si es considera y := φ ◦ x : U −→ S2, es te´
Ex = Ey, F x = F y, Gx = Gy,
on E,F,G so´n els coeficients de les IFF respectives.
Teorema Egregium.
La curvatura de Gauss e´s invariant per isometries locals.
Prova.
Si dues superf´ıcies so´n localment isome`triques, pel Lema 1 es te´ que per cada p de la primera
superf´ıcie es pot trobar una carta x tq y = φ ◦ x e´s una carta de la segona superf´ıcie a un
entorn de φ(p), on φ e´s la isometria local.
Pel Lema 2 es te´ que els coeficients de la IFF de les cartes x i y so´n iguals a l’obert on estan
definides, d’aquesta manera, si es prova que la curvatura de Gauss es pot calcular a partir
dels coeficients de la IFF i de les seves derivades, es tindra` que la Gurvatura de Gauss a p
e´s la mateixa que a φ(p). Veiem-ho:
(xuu)v − (xuv)u =
= (Γuuuxu + Γ
v
uuxv + eN)v − (Γuuvxu + Γvuvxv + fN)u =
= Γuuuxuv + Γ
v
uuxvv + eNv + (Γ
u
uu)vxu + (Γ
v
uu)vxv + evN − Γuuvxuu − Γvuvxuv −
fNu − (Γuuv)uxu − (Γvuv)uxv − fuN
Substituint ara xuu, xuv, xvv , Nu i Nv per les seves expressions a la base {xu, xv, N} i prenent
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del resultat nome´s el coeficient de xv, s’otbe´:
ΓuuuΓ
v
uv + Γ
v
uuΓ
v
vv − eW22 + (Γvuu)v = ΓuuvΓvuu + ΓvuvΓvuv − fW21 + (Γvuv)u
U´nicament queda ara substituir W22 i W21 pels seus valors en funcio´ dels coeficients de la
IFF i la IIFF, que so´n W22 =
gE−fF
EG−F 2 i W21 =
fE−eF
EG−F 2 . Aix´ı:
(Γvuv)u − (Γvuu)v + ΓuuvΓvuu + ΓvuvΓvuv − ΓuuuΓvuv − ΓvuuΓvvv = −E eg−f
2
EG−F 2
Com E =< xu, xu > 6= 0, es te´ que la curvatura de Gauss nome´s depe`n dels coeficients de
la IFF i de les seves derivades:
K = − 1
E
((Γvuv)u − (Γvuu)v + ΓuuvΓvuu + ΓvuvΓvuv − ΓuuuΓvuv − ΓvuuΓvvv) (18)
✷
Comentari. Una consequ¨e`ncia d’aquest teorema la trobem, per exemple, a la
cartografia, ja que impedeix la construccio´ d’un mapa de la Terra on la escala
sigui constant a tots els punts del pla.
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G.F.B. Riemann (1826-1866) va ser un matema`tic alemany, alumne de Gauss, Jacobi i
Steiner, que va permetre a Einstein desenvolupar la seva Teoria de la relativitat gra`cies a
la creacio´ de la geometria de Riemann.
A banda d’inventar la superf´ıcie de Riemann i de definir la integral de Riemann, va crear
la branca de la teoria de funcions d’una variable real.
La seva principal contribucio´ a la geometria es troba a Sobre les hipo`tesis dels Fonaments
de la Geometria, una confere`ncia que va impartir per peticio´ de Gauss al 1854, on redefineix
la geometria com l’estudi de cartes, espais acotats i no-acotats de dimensio´ qualsevol amb
una me`trica que do´na la dista`ncia mı´nima entre dos punts.
4.1 Tensors
El tensor de Riemann juga un paper fonamental al ca`lcul de la desviacio´ de dues l´ınies
origina`riament paral·leles quan es mouen a trave´s d’una superf´ıcie corba. A la geometria
el·l´ıptica dues rectes que s’originen a l’Equador en direccio´ nord formen un angle recte amb
aquest, so´n paral·leles.
Figura 9: Rectes paral·leles a l’equador.
Formalment hi ha dues maneres de definir un tensor: sigui V un K-espai vectorial de
dimensio´ n i V ∗ el seu dual.
• S’anomena tensor a l’aplicacio´ multilinial
T : V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸
r
×V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
s
−→ K (19)
que associa cada r covectors ω1, . . . , ωr i s vectors v1, . . . , vs un escalar.
S’anomena tipus del tensor al parell (r, s)
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• Sigui {eˆ1, . . . , eˆn} una base de V i {ωˆ1, . . . , ωˆn} la corresponent base dual de V ∗. Sigui
V = (⊗rV ) ⊗ (⊗sV ∗) l’espai vectorial producte tensorial de V i V ∗. Aix´ı, un tensor
d’aquest espai vectorial ve donat per:
T = T i1,...,irj1,...,js eˆi1 ⊗ · · · ⊗ eˆir ⊗ ωˆj1 ⊗ · · · ⊗ ωˆj2 (20)
Es diu que un tensor e´s sime`tric si satisfa` T (v1, . . . , vr) = T (vα1, . . . , vαr), per tota per-
mutacio´ α.
Me`trica de Riemann
Introduim ara la me`trica Riemanniana definida a partir de connexions i els s´ımbols de
Christoffel.
Notacio´.
DonadaM una varietat diferenciable de dimensio´ n, es denota per TM =
∐
p∈M TpM al seu
fibrat tangent, on TpM e´s l’espai tangent aM en p ∈M , amb la projeccio´ natural associada
π : TM −→M i per Γl(TM) al conjunt de camps vectorials Cl.
4.1.1 Connexio´ i S´ımbols de Christoffel
Definicio´. Una connexio´ a M e´s una aplicacio´ ∇ : TM × Γ1(TM) −→ TM tal que
∀ α, β ∈ R, p ∈M , η ∈Mp, Y, Y1, Y2 ∈ Γ1(TM) i f ∈ C1(M), si ∇ξY := ∇(ξ, Y ), satisfa`
∇αξ+βηY = α∇ξY + β∇ηY ,
∇ξ(Y1 + Y2) = ∇ξY1 +∇ξY2,
∇ξ(fY ) = (ξf)Yp + f(p)∇ξY .
Es diu que ∇ e´s una connexio´ diferenciable si ∇XY ∈ Γ∞(TM), ∀ X,Y ∈ Γ∞(TM).
Definicio´. Sigui M una varietat diferenciable amb connexio´ ∇. Se sap que ∇ξY esta`
un´ıvocament determinat, si p ∈M i ξ ∈Mp donats, per la restriccio´ de Y a qualsevol obert
U que contingui p , de fet, per calcular ∇ξY per un Y ∈ Γ1(TM) donat e´s suficient cone´ixer
una carta de la varietat, (U, x) amb x : U −→ Rn , i ξ =∑j ξj∂j|p de manera que
∇ξY =
∑
j
ξj∇∂j|pY (21)
Suposant que es coneixen les funcions ηj : U −→ R, j = 1, . . . , n tals que Y|U =
∑
j η
j∂j,
existeixen Γljk : U −→ R, j, k, l = 1, . . . , n anomenades s´ımbols de Christoffel tals que
∇∂k∂j =
∑
j
Γljk∂l (22)
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Aplicant ara la expressio´ anterior a (21) i fent ca`lculs s’obte´:
∇ξY =
∑
l
{∑
k
ξk
(
∂kη
l
)
(p) +
∑
j,k
Γjjk(p)η
j(p)ξk
}
∂l|p. (23)
Comentari. Einstein va descriure el moviment d’una part´ıcula material que es troba
sotmesa a l’accio´ de la ine`rcia i la gravitacio´ amb la expressio´ dx
i
ds
+Γikjx
kxj = 0, donant
als s´ımbols de Christoffel el paper d’intensitat del camp gravitatori.
Varietat i me`trica de Riemann
Definicio´. Una varietat riemanniana e´s un parell (M,g) onM e´s una varietat diferenciable
i g e´s un tensor de tipus (0, 2) sime`tric i definit positiu, anomenat me`trica de Riemann.
Expressio´ local: Donada (M,g) varietat de Riemann i (U, (xi)) un entorn de
coordenades, la restriccio´ de g ve donada per
gU = gijdx
i ⊗ dxj , (24)
on gij so´n diferenciables a U .
En el cas de superf´ıcies de R3, si U e´s un entorn amb coordenades (u, v), g
s’expressa com
gU = ds
2 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2
4.2 Curvatura de Riemann
Definicio´. La funcio´ curvatura ve donada, si Γ(M) e´s el conjunt dels camps vectorials
sobre la varietat diferenciable M , per R : Γ(M)× Γ(M)× Γ(M) −→ Γ(M), definida com:
R(X,Y,Z) := ∇X(∇Y Z)−∇Y (∇XZ)−∇[X,Y ]Z (25)
on [·, ·] representa la derivada de Lie.
Definicio´. De la manteixa manera, un tensor de Riemann R ∈ T 13 , on T 13 denota un tensor
de tipus (3, 1), ve donat per R : Γ∗(M)× Γ(M)× Γ(M)× Γ(M) −→ R, definida com
R(ω,X, Y, Z) =< ω,R(X,Y,Z) > (26)
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Proposicio´. Triant una base coordenada, les components del tensor de Riemann so´n:
Rαβγδ =
∂Γαδβ
∂xγ
− ∂Γ
α
γβ
∂xδ
+ ΓαγσΓ
σ
δβ − ΓασδΓσγβ (27)
Significat del tensor de curvatura a una varietat de Riemann
Prenent coordenades normals {x1, . . . , xn} centrades a un punt p d’un entorn del punt, la
me`trica de la varietat riemanniana es pot escriure com
gij(x) = δij − 13Rikljxkxl +O(| x |3),
que expressa la desviacio´ de la me`trica respecte la me`trica euclidiana plana fins segon ordre.
25
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F.C. Klein (1849-1925) va ser el matema`tic alemany que va provar la afirmacio´ que diu que
e´s possible considerar la geometria euclidiana i la no euclidiana com casos especials de la
geometria projectiva.
La publicacio´ de El Programa d’Erlangen, memo`ria escrita per Klein al 1872, tracta de
definir formalment el que e´s una geometria i l’autor ho fa introduint el concepte de grup i
descobrint que cada geometria e´s l’estudi de certes propietats que no varien quan els apliques
certes transformacions; propietats anomenades invariants.
Anem a fer primer una petita introduccio´ a la teoria de grups per arribar al grup de Klein
i parlem despre´s del Programa d’Erlangen.
5.1 Teoria de grups
La teoria de grups s’origina al treball de Galois sobre solubilitat per radicals de la equacio´
anx
n + an−1xn−1 + · · · + a1x + a0 = 0. Els grups i altres estructures me´s complexes com
anells o cossos tenen una aplicacio´ interessant als quarks donant solucio´ al problema de la
sistematitzacio´ de totes les dades sobre part´ıcules elementals a trave´s de la teoria de grups
continus de Lie.
Donem ara les definicions de Grup de Galois i Grup de Klein.
Definicio´. Un grup e´s un parell (G, ◦), amb G 6= ∅ i ◦ : G×G −→ G una funcio´ anomenada
operacio´ bina`ria que e´s associativa, te´ neutre per l’esquerra i invers per la dreta. Si, a me´s,
la operacio´ e´s commutativa, el grup s’anomena abelia`.
Definicio´. Donada una extensio´ algebra`ica L d’un cos K, un polinomi p(x) amb coeficientss
K, un sobcos F de L i Ω la clausura algebra`ica de K es defineix:
• Un grup de Galois de L com el grup dels automorfismes de L que deixen invariant K.
• Un grup de Galois de p(x) com el grup de Galois del cos de descomposicio´ de p(x)
sobre K.
Definicio´. Un grup de Klein e´s un grup abelia` de quatre elements isomorf a C2×C2, on C2
e´s el grup c´ıclic d’ordre dos (Un grup c´ıclic e´s el que es pot generar amb un sol element.).
Si considerem el grup K = {α, β, δ, γ)}, la taula del grup e´s
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◦ α β δ γ
α α β δ γ
β β α γ δ
δ δ γ α β
γ γ δ β α
Table 1: Taula del grup de Klein.
on α e´s l’element neutre de la operacio´ ◦.
5.2 Programa d’Erlangen
Klein publica el Programa d’Erlangen sense obtenir gaire repercussio´ i no va ser fins que
Lie va publicar, al 1888, Theorie der Transformationsgruppen que Klein troba el moment
de do´nar me´s difusio´ al seu treball.
De tots els avanc¸os des de la primera publicacio´ del programa, el desenvolupament de la
geometria projectiva e´s el me´s important per Klein, ja que es va aprendre a considerar
les relacions me`triques des del punt de vista projectiu de manera que el me`tode projetiu
abastaba tota la geometria.
5.2.1 La memo`ria
Detallem el contingut d’alguns dels cap´ıtols.
Cap´ıtol 1.
Al primer cap´ıtol Klein prova que la combinacio´ de qualsevol nombre de transformacions
espacials e´s sempre equivalent a una u´nica transformacio´ i que, donat un sistema de transfor-
macions que tingui la propietat que qualsevol transformacio´ obtinguda combinant qualsevol
de les transformacions del sistema pertany al sistema, el sistema e´s un grup de transforma-
cions (assumint que aquests grups inclouen sempre la operacio´ invesa de totes les operacions
que contenen -en cas que el nombre d’operacions sigui infinit cal incloure aquest comentari
a la definicio´).
El cap´ıtol avanc¸a i anomena grup principal de transformacions espacials a la totalitat
d’aquestes transformacions per poder provar que les propietats geome`triques no varien per
les transformacions del grup principal i, de la mateixa manera, les propietats geome`triques
romanen invariants sota les transformacions del grup principal.
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Cap´ıtol 2.
En aquest cap´ıtol l’autor es planteja la segu¨ent qu¨estio´: donat un conjunt de propietats
geome`triques que es mantenen invariants sota totes les transformacions del grup principal,
¿tambe´ es mantenen invariants nome´s una part d’aquestes transformacions?.
Per donar resposta Klein pren les propietats de l’espai que fan refere`ncia a un punt particu-
lar, com pasa a la trignometria esfe`rica, i es planteja el problema com la segu¨ent equivale`ncia:
e´s el mateix estudiar les propietats de les connexions que es donen l’espai al punt donat des
del punt de vista del grup principal que, sense connexions, substituir el grup principal pel
grup parcial tal que les transformacions deixen el punt invariant.
Klain tambe´ es planteja la pregunta contraria, ¿quines propietats geome`triques de l’espai es
mantenen invariants per un grup de transformacions que conte´ el grup principal com una
part?, i prova que no e´s cert que si el grup principal es substitueix per un grup me´s ampli
totes les propietats geome`triques es mantenen invariants (nome´s es mantenen invariants una
part d’elles).
Cap´ıtol 3.
Aquest cap´ıtol es centra en la construccio´ del grup de totes transformacions projectives i en
mostrar les difere`ncies existents amb la geometria ordina`ria. Klein onstruiex el grup aplicant
la propietat que totes les transformacions espacials que no pertanyen al grup principal es
poden fer servir per transferir porpietats de geometries conegudes a noves geometries i fa
un primer pas prenent els resultats de la propietat al cas del pla geome`tric en les geometries
de superf´ıcies que es poden representar per plans, trobant les propietats de les figures
obtingudes per projeccio´.
La teoria sobre el grup de les transformacions projectives es va ampliar quan es van admetre
les transformacions duals en el grup fonamental de transformacions, entenent que dues
figures rec´ıproques no es consideren dues figures diferents sino´ una i la mateixa. S’este´n
aix´ı el grup fonamental de transformacions colinials i duals admetent les transformacions
imagina`ries, ampliant l’espai de manera que inclogui els imaginaris.
Cap´ıtols 4 i 5.
Klein fa servir aquests dos cap´ıtols per desenvolupar de manera general certes consideracions
que apareixen al llarg del cap´ıtol segu¨ent.
Al Cap´ıtol 4 defineix una funcio´ (mapatge) situant al lector en una superf´ıcie qua`drica que
fa correspondre amb un pla mitjanc¸ant projeccio´ estereogra`fica de manera que la superf´ıcie
nome´s tindra` un punt fonamental, el centre de projeccio´. Amb aquesta indroduccio´ defineix
les transformacions linials del pla que deixen els seus dos punts fonamentals invariants i
28
5.2 Programa d’Erlangen 5 KLEIN
els converteix mitjanc¸ant una funcio´ en transformacions linials de la qua`drica, pero` nome´s
aquelles que deixen el centre de projeccio´ invariant.
Al Cap´ıtol 5 justifica les segu¨ents propietats de la teoria de formes bina`ries i quaterna`ries:
• La teoria de formes bina`ries i geometria projectiva del pla amb refere`ncia a una co`nica
so´n ide`ntiques.
• La teoria de formes quaterna`ries e´s equivalent a la mesura projectiva d’una varietat
generada per sis variables homoge`nies.
Cap´ıtol 6.
En aquest cap´ıtol Klein parla de la inversio´ geome`trica, on s’empren cont´ınuament les trans-
formacions per radis de vectors rec´ıprocs, i compara aquesta geometria amb la geometria
projectiva:
Geometria Projectiva.
- Les idees elementals so´n el punt, la l´ınia i el pla.
- El cercle i la esfera so´n casos especials de la seccio´ co`nica i la superf´ıcie quadra`tica.
- La regio´ a l’infinit de la geometria elemental e´s un pla i la configuracio´ fonamental a
la que la geometria elemental es refereix e´s una co`nica imagina`ria a l’infinit.
Geometria de radis de vectors rec´ıprocs.
- Les idees elementals so´n el punt, el cercle i la esfera.
- La l´ınia i el pla so´n casos especials d’aquest u´ltim, caracteritzat per contenir el punt
de l’infinit.
- Si es considera aquest punt com un punt fix, esta`s a la geometria elemental.
L’autor prova llavors que la geometria de radis de vectors rec´ıprocs al pla i la geometria
projectiva d’una superf´ıcie quadra`tica so´n una i la mateixa i que la primera d’elles a l’espai
e´s equivalent a tractar projectivament una varietat representada per una equacio´ quadra`tica
de sis variables homoge`nies.
Acaba el cap´ıtol restringint a transformacions reals la geometria dels radis de vectors
rec´ıprocs al pla: representa la variable complexa al pla com x + iy i a la transformacio´
linial li assigna el grup de les inversions geome`triques, amb les restriccions a operacions
reals.
Cap´ıtol 10.
A l’u´ltim cap´ıtol Klein explica que totes les consideracions fetes al llarg del la memo`ria so´n
per la seva pro`pia naturalesa independents de la imatge concreta i que pertanyen al camp
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general de la recerca matema`tica que es designa com la teoria de varietats de dimensio´
qualsevol i explica:
• El me`tode projectiu. (Teoria d’invariants) El seu grup el formen la totalitat de trans-
formacions duals i linials de les variables utilitzades per representar configurations
a la varietat; e´s la generalitzacio´ de la geometria projectiva.
• Les varietats de curvatura constant. La nocio´ d’aquestes varietats va sorgir amb la
teoria de Riemann a partir de la idea me´s general de varietat en la que les variables
so´n expressions diferenciables. En aquesta teoria el grup ve donat per la totalitat
d’aquestes transformacions de variables que deixen la expressio´ donada invariant.
• La varietat plana. Riemann designa com varietats planes les de curvatura constant
zero i, el seu grup pot separar-se, igual que el grup principal de geometria, del grup
del me`tode projectiu.
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J.H. Poincare´ (1854-1912) va ser un matema`tic, f´ısic i cient´ıfic teo`ric france´s destacat per
fer aportacions a tots els a`mbits de les matema`tiques, en especial al camp de les funcions
automo`rfiques, usades per resolder equacionss diferencials linials de segon ordre amb coefi-
cients algebra`ics, i dels sistemes deterministes, sent el primer en considerar la possibilitat
de caos a un d’aquests sistemes.
La seva principal contribucio´ a la topologia algebra`cia es troba al seu tractat Analysis situs,
on introdueix els conceptes de grup fonamental i homolgia simplicial i do´na la Conjetura
de Poincare´.
Les investigacions f´ısiques me´s destacades es troben als camps de la o`ptica, la termodina`mica,
la meca`nica qua`ntica i la teoria de la relativitat.
6.1 Geometria hiperbo`lica
Notacio´. S’anomena forma quadra`tica de Lorentz a L(x) = L(x, y, z) := x2 + y2 − z2.
Definicio´. Es defineix el pla hiperbo`lic com el conjunt:
H
2 = {x ∈ R3 | L(x) = −1, x · e3 > 0}, (28)
i una recta hiperbo`lica de H2 e´s la seva interseccio´ no buida amb un pla per l’origen, e´s a
dir, si Π e´s un pla per l’origen que te´ vectors temporals, una recta ve donada per l = H2∩Π
A un pla hiperbo`lic trobem les posicions de rectes:
Figura 10: Secants Figura 11: Paral·leles Figura 12: Ultraparal·leles
6.1.1 Models de representacio´ del pla hiperbo`lic
El pla euclidia` es representa amb els punts i rectes usuals de R× R, per representar el pla
hiperbo`lic existeixen diversos models:
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◦ Model de Klein
Aquest model, tambe´ conegut com Disc projectiu o Model de Beltrami-Klein, repre-
senta el pla com l’interior d’un cercle i les rectes com les cordes del cercle.
Sigui H la superf´ıcie diferenciable d’equacio´ x2 + y2 − z2 = −1, z > 0 i sigui
g: dx2 + dy2 − dz2 la me`trica semirriemanniana de R3 que prove´ de la forma bilinial
sime`trica < ·, · >g: R3 × R3 −→ R definida per
((x, y, z), (u, v, w)) 7−→ xu+ yv − zw,
que, restringida als punts de H e´s una me`trica riemanniana.
Per veure que la geometria que te´ per model (H, g) no satisfa` el cinque´ postulat, es
projecta des de l’origen H sobre el pla z = 1
π : H −→ {z = 1}, (x, y, z) 7−→ (x
z
,
y
z
, 1
)
La imatge de la projeccio´ e´s el conjunt DB×{1} = {(u, v, 1) : u2+v2 < 1} i s’induieix
un difeomorfisme ψ entre H i DB de manera que, si es pren la me`trica gB induida per
DB a (H, g), ψ : (H, g) −→ (DB , gB) e´s una isometria.
La me`trica gB ve donada per gB = (dψ
−1)tg(dψ−1), e´s a dir:
ds2B =
(1− v2)du2 + 2uvdudv + (1− u2)dv2
(1− u2 − v2)2 (29)
D’aquesta manera, el model (H, g) e´s conegut com model de Weierstrass i (DB , gB)
com el model de Poincare´.
Les geode`siques maximals de (H, g) so´n les interseccions de H amb plans que passen
per l’origen i per un punt de H i es diu que (H, g) e´s geode`sicament complet perque`
tota geode`sica maximal te´ per domini R.
Les geode`siques de (DB , gB) so´n les imatges de les geode`siques de (H, g) per ψ, e´s a
dir, so´n les interseccions no buides de DB amb rectes de R
2.
S’observa que les geode`siques de (DB , gB) so´n les mateixes rectes que les de DB
respecte la me`trica usual gu, aix´ı, el difeomorfisme Φ : (H, g) −→ (DB , gu) no e´s una
isometria pero` transforma geode`siques en geode`siques.
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◦ Disc de Poincare´
Un dels problemes del model anterior e´s la representacio´ dels angles ja que, encara
que les rectes del model siguin segments de recta euclidiana, la mesura real dels angles
difereix molt, en general, de la seva mesura euclidiana degut a que la me`trica depen
del punt en el que ens trobem.
Figura 13: Model del Disc de Poincare´.
Prenem (S, gB), on S e´s la esfera de centre (0, 0, 1) i radi 1. La projeccio´ ortogonal
ϕ : S −→ DB definida per (x, y, z) 7−→ (x, y) e´s un difeomorfisme i, per tant, la seva
inversa do´na la parametritzacio´ (u, v, 1−√1− u2 − v2) de S. La expressio´ de la IFF
gS de S respecte ψ e´s
ds2 =
(1− v2)du2 + 2uvdudv + (1− u2)du2
1− u2 − v2
i, per tant, gS = (1− u2 − v2)gB .
Sigui Γ la projeccio´ estereogra`fica des del pol nord de la esfera S sobre z = 0 (que e´s
conforme, conserva angles). La composicio´ Φ = Γ ◦ ψ : (DB , gB) −→ (D2, gu), on D2
e´s el disc obert de centre l’origen i radi 2 i gu representa la me`trica euclidiana usual
de D2, e´s tambe´ conforme.
D’aquesta manera les geode`siques maximals del model de Poincare´ es transformen
per Φ en segments de recta i arcs de circumfere`ncia que formen angles rectes amb la
circumfere`ncia frontera de D2 i, de la mateixa manera, els segments de rectes i arcs de
circumfere`ncia descrits es transformen, per Φ−1), en les geode`siques del model descrit.
El model (DP , gP ) e´s conegut com el disc de Poincare´, on gP e´s la me`trica indu¨ıda
a DP per gB a trave´s de Φ i les seves geode`siques maximals de so´n els segments de
recta i arcs de circumfere`ncia anteriors.
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La me`trica gP ve donada per la fo`rmula gP = (dΦ
−1)tgB(dΦ−1), que e´s:
ds2P =
16(dx2 + dy2
(4− x2 − y2)2 (30)
Aquesta me`trica e´s proporcional a la euclidiana en DP i, per tant, la mesura dels
angles a (DP , gP ) e´s la mateixa que la que representa l’aspecte euclidia`.
Me`trica de Riemann.
Donem la expressio´ de la me`trica de Riemann pel model del disc de Poincare´:
ds2 =
4(dx2 + dy2)
(1− x2 − y2)2
I s’observa que per x2 + y2 = 1, que correspon a la vora del disc unitari de
radi 1 de Poincare´, la me`trica ds e´s indefinida, la vora del cercle e´s la l´ınia
l´ımit que representa l’infinit dins el disc.
◦ Semipla de Poincare´.
En aquest model es projecta el disc DB ⊂ R2 × {0} ⊂ R3 ortogonalment sobre
l’hemisferi interior de l’esfera S (igual que per construir DP ).
Es fa primer la rotacio´ d’aquest hemisferi al voltant de l’eix y = 0, z = 1 un angle pi2
fins situar-lo al semiespai y > 0 mitjanc¸ant l’aplicacio´
(u, v, 1 −
√
1− u2 − v2) 7−→ (u,
√
1− u2 − v2, 1 + v)
Figura 14: Rotacio´ de l’esfera al Semipla de Poincare´.
Despre´s de la rotacio´ es projecta estereogra`ficament des del pol nord, transformant
l’hemisferi dret de la esfera en el semipla superior de R2 donat per H : y > 0
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Es pot llavors construir un difeomorfisme Ψ : DB −→ H de manera que les geode`siques
maximals de (DB , gB) es transformen per Ψ en els segments de recta i arcs de cir-
cumfere`ncia que formen angles rectes amb la recta vora de H. Aquest nou model
s’anomena pla de Poincare´ i es denota (H, gH) on gH e´s la me`trica indu¨ıda en H per
gB a trave´s de Ψ.
Les geode`siques maximals d’aquest model so´n els segments de recta i arcs de cir-
cumfere`ncia anteriors i la expressio´ de la me`trica que ve donada per la fo`rmula
gH = (dΨ
−1)tgB(dΨ−1) e´s:
ds2H =
dx2 + dy2
y2
(31)
S’observa de nou que aquesta me`trica e´s proporcional a la euclidiana en H i, per tant,
la mesura dels angles a (H, gH) e´s la mateixa que la euclidiana.
6.2 Equivale`ncies entre els models
Model de Klein i Disc de Poincare´.
Considerem el pla XY dins l’espai euclidia` tridimensional i sigui una esfera, del mateix
radi que el disc de Klein, tangent al pla a l’origen. Mitjanc¸ant la projeccio´ ortogonal del
model de Klein sa l’emisferi sud, les cordes del disc es transformen en arcs de circumfere`ncia
ortogonals a l’equador de la esfera.
A continuacio´ es projecta estereogra`ficament des del pol nord de l’esfera al pla original,
transformant l’equador en una circumfere`ncia de radi me´s gran que el de la circumfere`ncia
orginial, i l’hemisferi sud es transforma en l’interior d’aquesta nova circumfere`ncia.
D’aquesta manera, el disc resultant de les dues transformacions representa el model de
Poincare´.
Models de Poincare´.
Per poder visualitzar una transformacio´ d’un model en l’altre cap identificar el pla euclidia`
amb el pla complex de manera que un punt del pla e´s un nombre complex z = a+ bi.
Definint l’aplicacio´ ϕ : D −→ H donada per
ϕ(z) = −iz + i
z − i ,
es te´ una corresponde`ncia que transforma les relacions primitives del model de Poincare´ en
el disc corresponent del model del semipla`.
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Comentaris
Les definicions, els enunciats i les proves de les proposicions que s’utilitzen a la demostracio´
de la Proposicio´ I.XLVII es poden consultar al llibre [1] de la bibliografia.
Les Figures 1 i 6 estan generades amb Gnuplot (http://www.gnuplot.info/ ), la 8
l’he consultat a amontes.webs.ull.es/apuntes.gth.pdf i les figures 13 i 14 a
http://www.mat.ucm.es/ josefer/pdfs/trabajos/modhip.pdf. La resta de Figures s’han gen-
erat Mathematica (http://www.wolfram.com/mathematica/ ) (he trobat problemes carregant
les imatges al fitxer pel seu tamany i m’he vist forc¸ada a reduir la qualitat de les mateixes
per poder mostrar-les).
36
Bibliografia
[1] ROBERT SIMSON, M.D.. The Elements of Euclid. Philadelphia: Desilver, Thomas
& Co., 1838.
[2] DOU, A. Or´ıgenes de la geometr´ıa no euclidiana: Saccheri, Lambert y Taurinus.
Acade´mico Numerario.
[3] El me´todo de Descartes para trazar normales a curvas. Suma47, 2004.
[4] SHARMA, A.K. Text book of Conic Section. Discover Publishing House. PPH Mathe-
matics Series, 2005.
[5] GARCIA PANCHON, A. i ROTGER GARCI´A, L. Riemann.
[6] http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk
[7] CHAVEL, I. Riemannian Geometry: A Modern Introduction.
[8] CURRA`S BOSCH, C. Geometria diferencial: varietats diferenciables i varietats de
Riemann. Edicions Universitat Barcelona, 2003.
[9] TEJEIRO SARMIENTO, J.M. Notas de clase. Principios de relatividad general. Univ.
Nacional de Colombia.
[10] REVENTO´S, A. Geometria axioma`tica. Barcelona: Institut d’Estudis Catalans, 1993.
[11] JUNE AMILLO. Geometr´ıa de Curvas. Marc¸, 1999.
[12] http://www.uv.es/monterde/pdfs/GDC-cap4.pdf
[13] http://www.uv.es/monterde/pdfs/GDC-cap14.pdf
[14] AVENDAN˜O CAMACHO, M. Teorema Fundamental de Superficies y el Criterio de
Frobenius.
[15] KLEIN, F. A comparative review of recent researches in geometry. (Programme on
etering the philosophical faculy and the senate of the university of erlangen in 1872.).
Juliol 1893.
[16] BARRERA MORA, F. Introduccio´n a la teor´ıa de grupos.
[17] SOMMERVILLE, D.M.Y. An Introduction to the Geometry of N dimensions. London:
Methuen, 1929.
[18] WARNER, F.W. Foundations of Differentiable Manifolds and Lie Grups. New York:
Springer-Verlag, 1983.
37
[19] http://www.matem.unam.mx/ rgomez/geometria/Capitulo8.pdf
[20] http://www.famaf.unc.edu.ar/series/pdf/pdfCMat/CMat35-1.pdf
[21] http://www.mat.ucm.es/ josefer/pdfs/trabajos/modhip.pdf
38
